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Prasenzubung 3

P4: Die Backlund Transformation

Die Lagrangedichte fiir das sine-Gordon Modell ist

L= 50,00"0—(1-cosd), (1)

wobei ¢(x,t) eine skalare Funktion in einer Raumdimension ist. Die Bewegungs-
gleichung lautet

0,0"¢+sing = 0. (2)
Da das sine-Gordon System integrabel ist, kann man Bécklund Transformationen ver-
wenden um Losungen der Bewegungsgleichung zu finden, ohne diese selbst 16sen zu
miissen. Man erhélt eine Losung v aus einer bekannten Losung ¢ und der Transfor-
mation

0+ = 010 — 20 sin (¢ T/J> , 0_Y = —0_¢+Bsm<¢2w> , (3)

mit 0y = % in Lichtkegelkoordinaten, z4 = 3(z £ t).
a) Schreiben Sie Gleichung (2) in Lichtkegelkoordinaten.
b) Beweisen Sie, dass auch ¥ die Bewegungsgleichung erfiillt.

Hinweis: sinz Fsiny = 2cos (ziy) sin (Z5¥)

¢) Aus der trivialen Lésung ¢ = 0 erhiilt man so die Losungen v; = 4 arctan(e%),

mit 6; = —B;x4 —x_/B; + ;. Setzen Sie diese Ergebnisse in

119 = 4arctan {(g;irgj>tan <¢14¢2>} - ¢ 4)

ein. Schreiben Sie dabei zundchst den Tangens als

cosh(g(61,02)] "

. . B . z—y .. B B
Hinweis: arctanx — arctany = arctan <1+zy>, firz —y > —1.

d) Driicken Sie 12 nun in den Koordinaten (z,t) aus. Wéhlen Sie fiir die Transfor-

mationsparameter $; = —1/82 = § und fiir die Integrationskonstanten ay 2 = 0.
Nutzen Sie die Relation v = 1;2 > um das Ergebnis (2.37) aus der Vorlesung zu
erhalten.



e) Betrachten Sie die eben erhaltene Losung

Y(x,t) = 4arctan [vsmh(w:)}

cosh(vyvt)

fiir den Fall |vt| > 1. Wo befinden sich die Kinks in diesem Fall?

P5: Asymptotische Kraft

Fiir das sine-Gordon Modell lédsst sich aus den statischen Losungen eine Wechsel-
wirkungsenergie
Eine = 322" (6)

fiir zwei weit voneinander entfernte Kinks angeben. Dabei ist 2r der Abstand der
beiden Kinks, die sich bei z = r und x = —r befinden.

a) Nehmen Sie nun an, dass Gleichung (6) fiir alle Zeiten gilt und leiten Sie daraus
die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir r ab.

Hinweis: In unseren Einheiten hat ein Kink die Masse m = 8.

b) Losen Sie die Bewegungsgleichung mit den Randbedingungen 7(—o0) = —v und
#(0) = 0.

Hinweis: Nutzen Sie den Ansatz r(t) = In(f(¢)), mit einer positiven Funktion f.

¢) Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit dem Abstand a(t), den Sie aus Gleichung (5)

erhalten, wenn Sie tan% als Funktion von (z — a(t)) und (z + a(t)) schreiben.

Warum stimmen die Ergebnisse nur fiir kleine Geschwindigkeiten tiberein?



